10. cviceni - resSeni

Priklad 1 (a)

Definiéni obor f(z) =

logz
Zlomek = logx #0 = x #1
Logaritmus =— = > 0.

Tedy D(f) = (0,1) U (1, 00).

Derivace f

zeD(f) = fllz)= (@)lz (log )/ = ——

log T log x

Defini¢ni obor [’

Derivace je definovana na celém D(f).
Piiklad 1 (b)

Definiéni obor f(z) = cos? (23 — z + 2)
Ziejmé D(f) = R.

Derivace f
Derivujeme dle sloZzené funkce.

(cosg(x3—x+2))/:9.coss(:n —z+2)- (cos (CC —1:+2))

)
=9cos®(z® —x +2) - (—sm(m —x+2))~(x —x+2)
=9(32* — 1) cos®(2® — 2+ 2) - (—sin (z° — 2 +2))

Defini¢ni obor f’
Ziejmé D(f") = R.
Priklad 1 (c)

Defini¢ni obor f(z) = sin(sin(sinx)))
Ziejmé D(f) = R.

Derivace f

Opét derivujeme jako slozenou funkci.

(sin(sin(sinz))))’ = cos(sin(sinz))) - (sin(sinx)))" = cos(sin(sinz))) - cos(sin z) - (sin z)’

= cos(sin(sinz))) - cos(sinx) - cosx

Defini¢ni obor f’
Ziejmé D(f") = R.

Piiklad 1 (d)

Definiéni obor f(x) = 2log £ x2+1
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Zlomek = z2 41 # 0, coZ je splnéno.
. 2
Logaritmus — igﬁ >0 = (z—-1)(z+1)>0 = z € (—o0,—1)U(1,00).

Tedy D(f) = (—o0,—1) U (1, 00).

Derivace f

(2105%?:)/— 2 <x2—1>’: 2 (2-1)'(@+1) = (2 —1) (2 +1)"

— 221 2 2 2
L \a?+1 o (x2 +1)
2% +1) 2z(2?+1)—(2*—1)-20 2 22342 —22%+22 8z
o221 (24 1)2 21 2+ 1 (22— 1) (22 4+ 1)

Definiéni obor f’
Defini¢ni obor spo¢teného vyrazu je x € R\ {—1,1}. Tedy derivace je definovana na D(f). Tedy

D(f") = D(f) = (=00, =1) U (1, 00).
Priklad 1 (e)

Definiéni obor f(z) = sin? z — sin(z?)

Ziejmé D(f) = R.

Derivace f

(sin2 x— Sin(mQ))/ = 2sinz - (sinz) — cos(z?) - (m2)/ =

= 2sinz - cosz — cos(z?) - 2z = sin(2z) — 2z cos(z?)

Defini¢ni obor f’
Ziejme D(f") = R.

Piiklad 1 (f)

Definiéni obor f(z) = log(log?(log®(x)))

Postupujme zevnitt pii ur¢ovani podminek.

log?(z) = >0

log?(log®(z)) = log®(z) >0 = log(z) >0 = = >1

log(log®(log3(z))) = log%(log®(z)) > 0 = log(log®(x)) # 0 = log3(z) # 1 = log(x) #
1l = x#e

Tedy D(f) = (1,e) U (e, o0)

Derivace f

(log(log™(108*(2))" = -5

(
_ 2log(log*(z)) 1 o0e3(2)) = 2 3 - log?(z) (oe(z)) — 6
 log?(log®(z)) log®(z) (log() (log() log (log*(z)) - log(z) - =

- (log?(log*(z)))" = o (08" (1)) 21og(log®(x)) - (log(log®(x))) =

log(log?(x))  log?(x)

Defini¢ni obor f’
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Ziejmé musi byt splnéno nésledujici:

x#0

logr 20 = z#1

log(log3(z)) #0 = log®(z) #1 = z #e
Ziejmé tedy D(f") = D(f) = (1,e) U (e, 00).

Priklad 1 (g)

Definiéni obor f(x) = max{—22,2z — 3}

Ziejms D(f) = R.

Déle plati nasledujici.

—22>20 -3 &= 22+20-3<0 &= (@+1)?-4<0 <= (+1)?<4 <= |2+1] <2
z € [-3,1]

Tedy: f(x) = {

—x2, r € [-3,1],
2r —3, x € (—o0,—3)U(1,00)

Derivace f

Klasickym zptusobem (aritmetika limit, znamé vzorce atd.) lze pocitat derivaci pouze na mnoZinach
(—o00,—3),(—3,1),(1,00). V bodech —3,1 je tfeba pouzit Véty 3.27 o jednostranné derivaci (v téchto
bodech se funkce z jedné a druhé strany chova jinak. proto se pocitaji nejdiive jednostranné derivace a
pokud by vysly stejné, tak tam mame i derivaci).

x € (=00, -3)U(l,00) = fl(z)=(22-3) =2
re(=3,1) = f(z)= (-2 =2z
P32 dim f2)= lim 2=2

T

1 (=3)*2 lim fl(z) = lim (—22) "2 —2.(-3)=6

rz——3+ r——3+
(1) 27 lim f(z) = lim (—2z) "9
r—1— r—1—
£ %2 lim f(z) = lim 2=2
+ r—1+ r—1+

Vidime, Ze v bodech —3 a 1 existuji pouze jednostranné derivace.

Defini¢ni obor f’

2, € (—o0, —3) U (1,

Ziejms mame f'(z) = z € (—00,—3) U (1, 00)
—2113, T € (_3, ].)

A D(f') =R\ {-3,1}.

Piiklad 1 (h)

11—z, x € (—o00,1)
Definiéni obor f(z) =< (1—-2)(2—12), x€]ll,2]
_(2_33)’ x € (2,00)

Ziejmé D(f) = R.

Derivace f
Na otevienych intervalech spo¢itame klasicky, krajni body intervalu (kde se fce chova z kazdé strany
jinak) vyfesime zvlast pres jednostranné derivace...
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r€(—00,1) = fla)=01-2)=-1

re(,2) = flla)=(1-2)2-2) =(2-3c+2?) =223
z€(2,00) = fla)=((-2-=) =1

£y 2 Jim_f'(2) = lim (20— 3) B9 _3=-1

r—1+

%2 lim f(2)= lim 1= -1

T—1— T—1—
/ 3.27 .. / T .
f+(2) N xliglJr f (33) N xli%i 1=1
/! 2 3£7 l / — 1 2 o SQ‘] 4_ _ 1
f2(2)7= lim fi(a) = lim (22 —3) 3

Vidime, Ze v bodech 1,2 vychéazeji jednostranné derivace stejné, tedy tam ma funkce i derivaci.

-1, x € (—o0,1]
Plati: f'(z) =<2z -3, x€(1,2]
1, x € (2,00).

Defini¢ni obor [’

Ziejmé D(f") =R.

Priklad 1 (i)

22 sin 3%/5, x#0

Defini¢ni obor f(z) = {
0, T =

Ziejmé D(f) = R.

Derivace f

2 €R\{0} — f'(z)= (xQSin\S}E>/:2x-sin\3}5+x2- (m\%)lz

op sin L 1 42 1 1Y S S 1 -1 1
= 22 - SIn —— " -COS——=" | = = 2 - Sl ——= T - COS =" —
Vx Vr \ ¥z Vx Jr 3 Yih

1 1 1
— 2zsin —— — —3 cos ==
V3 N
1 1 1
14(0) 52 xlir&r fl(z) = Ilir& (256 sin Vi 533% cos \3/5> =0 (0 - om.)
1 1 1
() 327 xl_ifél_ f(z) = xl_i)l[l)l_ (2:1; sin Vi ga:% cos \3/5> =0 (0-om.)

f'@) =

23Usin3%/5 — %1:% cos%ﬁ, x#0
0, xz =0.

Definiéni obor f’
Ziejme D(f') = R.
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Piiklad 1 (j)

-1, >0
Definiéni obor f(z) =<1, 2=0

1, z <0
Ziejme D(f) = R.

Derivace f

Opét nejdiive po otevienych intervalech a pak v krajnich bodech zvlast.

x>0 = fl(x)=(-1)=0
r<0 = fl(z)=(1) =

)

Pozor: funkce f neni v bodech —1,1 spojité ani zleva a ani zprava. Nelze proto pouzit vétu 3.27 o
jednostranné derivaci. Jednostranné derivace v téchto bodech se proto musi spocist z definice.

/ ef. . h) — 0 . -1-12
1+0) = hl—l>r(r)l+ A h 1 - hg(r)l+ h =00
1
o wm TP 120 o

Defini¢ni obor [’
D(f')=R

Priklad 2 (a)

2225 4200 —42 .. 1322°+20 152
lim = =

ool 280 37492 ool 4005 —3 37
Piiklad 2 (b)
T —arccoszx L
Jim 2T By, VI—a® g
x—0 X x—0 1
Piiklad 2 (c)
. 1 1 . xr—sinz vH .. 1—cosx
lim — — —=lim——— = lim - =
=0 xsine 22 x50 x?2sinz z—0 2z sinz + x2cosx
. 1 —cosx x? voarL 1 1 1
= lim . - = —.—- =,
=0  x? 2zsinx + z2 cosz 2 3 6

Kde v rovnosti s VOAL jsme vyftesili prvni zlomek pomoci znamé limity a druhy zlomek opét pomoci L'H:

. x L'y .. 1 1
lim — =
z—028inx + xcoszx

im -
z—02cosx +cosx — rsinx 3
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Priklad 2 (d)
lim, .o xcotanQ(a:)—l

Vygetifeme nejdiive limitu Gitatele a jmenovatele zvlast, abychom védéli, zda mizeme pouzit I’Hospitala.

ZL + VoAL + spoj.

lim z cotan(z) — 1 = lim ——cosz — 1 1-1-1=0
2—0 2—0 sin z

lim 22 "2 0

z—0

Je splnéna podminka (i) z ’Hospitala, pokud lim,_o % existuje, pak jsou splnény predpok-

lady I'Hospitala a zminéna limita se bude rovnat zadané.

. xcotan(x) — 1 ru . (xcotanx — 1)/ . cotanx — —% . cosxsinz —x
lim —————— = lim ; = lim ————% = lim —————5——
z—0 €T z—0 (3;2) z—0 2x z—0 2z sin“ x

V posledni limité ziejmé vychazi %. Zkusme tedy opét pouzit I’Hospitala.

. . ! .
. cosxsinx —x rH . (coszsinz — x) . —sin?z+cos?x —1
lim ————— = lim — = lim —— .
z—=0  2xsin“x z—0 (23; gin2 ;p) z—0 2sin“ z + 4z sinz cos T

—2sin?x . —sinx

, - im ——
z—0 2sinz (sinx 4+ 2z cosx)  2—0sinx + 2z cosx

V posledni limité zfejmé vychazi %. Zkusme tedy opét pouzit I’Hospitala.

i —sinz I'H .. (—sinz)’
lim —— = lim — ;=
=0 sinx + 2rxcosx 20 (sinz + 2z cos x)

—CcoST spoj. + VoAL  —1 -1

= lim -
xz—0cosx + 2cosx — 2z sinx 1+2-0 3

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve vSech piipadech I’Hospitala.

Priklad 2 (e)

log(1 —

lim log(z) -log(l —z) = lim M
rz—1— z—1— —
log()

Dale plati.

i 1
lim =00
a—1-|log(x)
Zkusme pouzit I’Hospitala.
; log(1 — z))’ 1—xz) ' (—1 -log?
lim log(x) -log(1l — z) 2 jim M = lim (1-=) T ( ): lim v log (z)
r—1— r—1— 1 r—1— — > r—1— 1—=x
(log(z)) z-log™(x)

Posledni limita vychazi %. Pouzijme ’Hospitala.
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.1log2 oe2(2)) 2
i Zl0g%@) (e clog’@)) L log?(e) + 2log(x) _
z—1- 1—=x z—1— (1 — gj)/ r—1— 1
= lim —log?(z) — 2log(z) =0

r—1—

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve vSech p¥ipadech I’Hospitala.

Piiklad 2 (f)

arcsin 2z — 2 arcsin x

z—0 113

Ziejmé vychazi %, pouzijme tedy I’Hospitala.

2 2

. . . . / —
arcsin 2z — 2arcsinx 1u I (arcsin 2z — 2 arcsin x) i V422 V127
= lim = lim

z—0 3 z—0 (x?’)/ z—0 3I2

Posledni limita vychazi 8. Pouzijme ’Hospitala.

2 o 2 \/ 8z = _ \/ 2z = \/ 8 = _ \/ 2 =
. —4x2 —x2 I'H ,. 1—4z2 1—22 . 1—422 1—z2 VoAL -+ spoj.
li Y1422 Vi—a? UH . V(1-de?) ) M FR V) (1—a?) _t spoj- 4
x—0 32 z—0 6x z—0 6

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve v8ech piipadech I’Hospitala.

Priklad 2 (g) lim,— ©=2kgess=sine

Limita vychéazi jako %. Lze tedy pouzit I'Hospitala. Derivovat viak log®(14z) (potencielné nékolikrat)

SR, y "y e log(1
nenf plné piijemné. D4 se tomu vSak vyhnout vyuZitim znamé limity lim, o w =1.

Nize vzdy pri uziti I’Hospitala nastala situace %.

et —2+cosx —sinx . 3 e’' —2+cosx —sinx

lim B = lim B . 3 =

=0 log®(1 + x) 2—0log®(1 + z) x

VoAL + ZL ;3 ,. € —24cosx —sinx rg, e¥—sinwz—cosx g, e —cosx+sinw

= 1° - lim = lim 5 = lim =
z—0 3 z—0 3x z—0 6x

UH . e” 4+ sinz + cos T spoj. € +0+cos0 1

= 11m = —
x—0 6 6 3

Priklad 2 (h) lim,, . n3 (sin (%) — log (1 + %))
Pouzijeme Heineho. Sta¢i to tedy vypocitat jako limitu funkce a pak dle Heineho vysledné limita je i
nasi limitou.
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z VOLSF(P) vychéazi 8‘ =

in (L) —1 1+ 1
lim 23 <sin <1> —log <1+1>> — lim sm(x) IOg( + :(:) _
r—roo x T T—00
1

z3
1 1 -1 1 1
I'H COS( ) 2 1+1 22 . cos (E) - 1+1 o 0
= lim — = lim 3 £ = |z VOLSF(P) vychazi —| =
T—00 = T—00 = 0
(1) . =1 —1 -1 (1 1
. —Sm(z)'?—w‘? . _SIH(E)JF(H%V . 1 (1
= lim r = lim 5 = lim sl 12 —sin | —
T—00 =3 T—00 b T—00 (1 + 1 x
, x 1sin (1) | VoAL + spoj. +VOLSF(P) + ZL 1
= lim 7 — =T = 00— = =00
.. . . 10g(sinz)
Piiklad 2 (i) limg 0 — 5"
log (sin:c) 0l ru Q : I'COS;C%SM T, x~cos:c2—sinx
lim —=*—+ = |z VOLSF (S hézi —| = li z = lim oz z
xlg%) 22 z (8) vychai 0 xg% 2x mlg% 2x
rcosx —sinx OlyrH,. cosx—xsinx —cosx

=lim ——— =

= lim =
=0  2x2sinx

t—0 4dxsinz + 2z2cosx

z VOAL + spoj. vychazi o

—zsinz —sinzx

0
= lim = lim = |z VoOAL + spoj. vychézi —| =
=04z sine + 2x2cosx  2—04sinx + 2z cosx z  8po). vychaz 0
rg .. —Ccosx . —CcoSx VoAL + spoj. -1 1
= lim - = lim - = - = _Z
z—=04cosx +2cosx —2xsinx z—06cosx — 2rsinz 6+2-0-0 6

Piiklad 2 (j) lim, o0 ‘%%°

= Jim o= Jlim o5 =0

loga:_’oo’yH % 1
N 0]

Priklad 2 (k) limy 04 z - logx

1 — ) l i
lim z-logz =10 (—o0)| = lim O%x = ‘oo i —= = lim (—2) =
z—0+ z—0+ > o0 z—0+ -z z—0+
Piiklad 2 (1) limy, o0 2%
1 , 1
lim —8% = ’f‘ i 2=
r—00 I o0 z—oo 1

Priklad 2 (m) lim, ,~ (7 — 2arctanz) log =
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lim (7 — 2arctanz)logz = |0 oo = lim
_ Q'H% . 2zlog®z |00
= lim ——F = lim ——5 = ‘— =
T—00 —— = z—o0 142 00
log=x ©
: 2log(x)L + 2
:’g‘le i 22085 + 3 vear
o0 T—00 1

V poslednim kroku jsme vyuzili faktu: limg,

T —2arctanz '0

logx

T—r00 =1

1

rr .. 2log?x + 4z log(x)
= lim

T—00

L = lim
2x T—00

= 0 z pfedchoziho prikladu.

b _2'7
I'a . 2
lim — 1tz _

log? T

X

log? z + 2logx B
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